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Resumen. El articulo presenta los disefios y resultados de dos controladores tipo SISO de posicion para un levitador magnético
convencional, con la motivacién de comparar las dinamicas de los sistemas posterior a la implementaciéon de ambos métodos de
control. Para el disefio de los controladores se obtuvo el modelo matematico aproximado de un levitador magnético a partir de
caracteristicas estaticas, de fuerza electromagnética e inductancia. Una vez establecido el modelo matematico se plante6 una
ley de control lineal a partir de una realimentacion de estados con integrador, estimando la velocidad y corriente. Para el disefio
del control no lineal se propuso una ley de control de tipo linealizaciéon entrada salida. Por ultimo, se comparo la dinamica del
sistema con los controladores implementados y se realizaron modificaciones de masa para verificar la robustez de los
controladores, ademas de perturbaciones tales como fuerzas externas y ruido de tipo eléctrico. Finalmente, fue posible concluir
que el controlador lineal tiene una respuesta satisfactoria en términos de error de estado estacionario, afladiendo un menor costo
de procesamiento en comparacion al controlador no lineal.

Abstract. This article presents the respective models and results of two kinds of SISO position controllers for a conventional magnetic
levitator, with the motivation of compare the systems dynamics subsequent to the both implementation of the control methods. For
the controller models was obtained an approximate mathematic model of a magnetic levitator from static features of electromagnetic
and inductance forces. Once stablished the mathematic model was proposed lineal control law through states with integrator
feedback thereof estimating the speed and current. For the nonlinear control model was proposed a control law of linearization input
and output. Finally, was compared the system dynamic with the implement controllers, making mass changes to verify the controllers
robustness furthermore disturbance such as external forces and electric type noise. Finally, was possible to conclude that the linear
controller has a satisfactory response in terms of steady state error, adding a lower processing cost compared to the nonlinear
controller.
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referencia con el a&nimo de darle orden a un actuador
para ejecutar una accion correctiva [6].

1. Introduccién

Mantener objetos suspendidos sin existir contacto

mecénico por medio de un campo magnético es
conocido como levitacion magnética. Actualmente; el
uso extendido de este fenébmeno se observa en los
trenes de levitacibn magnética; disefios de montafias
rusas con levitacién magnética o la propulsién de naves
espaciales mediante este mismo fenédmeno; donde el
disefio de sistemas y controladores para este tipo de
sistemas requieren de alta precision; tales usos se
observan en [1-5].

Para mantener la levitacion en un sistema es propicio
el uso del control en lazo cerrado. Uno de los conceptos
usados en ingenieria de control es el concepto de
retroalimentacion. La retroalimentacién es un principio
mediante el cual la informacion proveniente de un sensor
(salida de la planta) es contrastada con respecto a una

El levitador magnético puede ser considerado un
sistema de mudltiples salidas; porque es necesario
conocer variables como posicion; velocidad del objeto a
levitar y corriente eléctrica al generar el campo con un
electroiman; y una sefial de entrada que puede ser el
potencial eléctrico aplicado al electroiman. Este es un
sistema no lineal; debido a los continuos cambios de
parametros; implicando que para utilizar métodos de
control lineal es necesario la linealizacién del sistema en
torno a un punto de trabajo; mientras que los métodos
de control no lineal pueden trabajar directamente con
sistemas no lineales [7-8].

Para realizar un buen controlador es necesario tener
un buen conocimiento del sistema; al realizar un modelo
matematico; principalmente en un sistema no lineal; se
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obtiene un alto grado de incertidumbre; ya que es
complejo modelar todas las perturbaciones que afectan
al sistema [9].

A partir de la formulacion matricial es factible aplicar
los métodos de realimentacién completa de estados y de
estimadores de estados como un método de solucién al
problema de estabilidad y seguimiento de manera lineal,
como lo mencion6 Acedo en [10].

En [8] se presenta un control no lineal por linealizacion
y la comparacion con un PID tradicional; arrojando como
conclusion que el controlador no lineal es mas eficiente;
a pesar que no se evidenciaron variaciones de
parametros; lo cual no permite realizar una verificacion
profunda de la robustez de los controladores.

A lo largo del tiempo en la teoria de control se
desarrollan una gran cantidad de propuestas; dos
grandes vertientes son las estrategias deterministicas y
las heuristicas; unos clasicos ejemplos de las primeras
serian el PID y el control basado en realimentacion de
estado y en las heuristicas serian las redes neuronales
y logica difusa. En el presente articulo se desarrolla una
comparacion de dos controles clasicos; bajo el enfoque
deterministico; uno lineal basado en realimentacion de
variables de estado con integrador y otro no lineal
basado en linealizacion por realimentacién. El control
lineal se eligi6 debido que es la base fundamental para
la teoria de control robusto ademas de su extendido uso
industrial debido a su bajo costo computacional y buen
desempefio; por otro lado, el control no lineal usado es
el de linealizacién entrada-salida por ser la base para
algunas de las nuevas propuestas como el control por
rechazo activo de perturbaciones.

Una comparacion de dos estrategias clasicas como
las que se presentan en este documento pretende ser
un insumo para un curso avanzado de control; en donde
se presenta una metodologia para el disefio de algunos
controladores  clasicos; una comparacion de
desempefio; con y sin variacibn de parametros y
finalmente un andlisis de los resultados que pretende
poner en evidencia las cualidades de cada una de las
estrategias.

2. Metodologia
2.1 Descripcion del sistema

Se plantea realizar el analisis de estabilidad; la
simulacién en lazo abierto; disefio y simulacién de un
control lineal y no lineal para un levitador magnético
como el mostrado en la Figura 1.

Las ecuaciones que describen la dinamica del
sistema se observan en (1) y (2).

my = —ky + mg + F(y;1) 1)

Donde mes lamasade labola; (y = 0) es la posicion
vertical de la bola; (y = 0) cuando la bola esta sobre la
bobina; (k) es el coeficiente de friccion viscosa; (g) la
aceleracion de la gravedad e (i) es la corriente eléctrica.
La inductancia del electroiman depende de la posicion
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de la bola y puede ser modelado como se muestra en
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Figura 1. Sistema Levitador Magnético

Lo
L) =1L, + T2 )

a

Siendo (L,); (Ly) Yy (a) constantes positivas. La
ecuacion (3) define la energia almacenada en el
electroiman y (4) la fuerza generada por el electroiman.

1
E @i ) = 5LO) ©
F(_’y' l) =6_E= _L 4
T 2a(142) )

Cuando el circuito eléctrico de la bobina es excitado
por una fuente de voltaje (v); la ley de voltaje de
Kirchhoff expresa la relacion mostrada en (5).

v=¢@ + Ri (5)
Donde (R) es la resistencia en serie del circuitoy ¢ =

L(y)i es el flujo magnético generado. En las ecuaciones
(6)-(8) se definen las variables de estado del sistema.

X1 =Yy (6)
X, =y (7)
X3 =1 (8)

En las ecuaciones (9)-(11) se establece el espacio de
estados del sistema; siendo (u) la entrada de control
(voltaje); como lo indica [11].

X = X, 9
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2.2 Disefio del control lineal
2.2.1 Linealizacién

Para linealizar en un punto de operacion; es necesario
aplicar el Jacobiano respecto a la variable
correspondiente y evaluar en el punto en mencién como
se explica en [12]. Para este sistema se obtienen el
resultado mostrado en (12)-(15).

1 0
Lyaxs

=~
2
&e
=

m(a + x,)3 m m(a )2

1
I
1 I
L(x.) Loaxyx Lyaxs Loax, J

A0 = (12)
A~ G @ ny L<xn Gt xl) e
0
0
BO=1 1 (13)
Le)l| Mo
x3=0;4218
ct)=1[1 o 0] (14)
D(t) = [0] (15)
donde f,(x) = —Rx +Z‘ﬁ% +u

La ecuacién (16) define la soluciéon de la derivada
parcial cuando y = x;

1
g L(xy) _ 1—-L(a+y)(La+Ly+aly) (16)
at La+ Ly +al,

2.2.2 Estabilidad

El valor de los parametros del modelo de levitador
magnético se definen en la Tabla 1.

Tabla 1. Constantes del sistema

Constante Valor Unidad
y 0;007 m

L 0;258 H

Ly 0;155 H

R 12:79 Q

g 9;81 m/s?

a 0;00825 m

m 0;0066 Kg

k 0;000273 Ns/m

La estabilidad interna de un sistema lineal como el
mostrado en (17) es posible determinarla con analisis de
los valores propios de la matriz constante A (de acuerdo
con [13]); los cuales se pueden obtener hallando los
ceros del polinomio caracteristico; como lo explican
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Skogestad y Postlethwaite en [14].
X = AX (17)

Para este caso se tienen valores propios mostrados
en (18).

A, = 27;8974
1, = —27;8845 (18)
A3 = —0;0171

Lo que indica que el sistema no es estable; debido
que existe un valor propio en el semiplano derecho;
como lo explica [15].

2.2.3 Controlabilidad

Es necesario determinar la controlabilidad del sistema
la cual hace referencia a la posibilidad de llevar al
sistema de un estado inicial a uno final en tiempo finito;
sin importar la trayectoria se siga; o la entrada que use;
como se muestra en [16]. Mediante el método del rango
de la matriz de controlabilidad mostrada en (19) y con
ayuda del software Matlab y el codigo mostrado en [17]
se determina que el sistema es controlable; segun los
parametros de [12].

C=[B:AB:A%*B:-- i A" 1B]

0 0 —83; 6680
= 0 —83; 6680 0;3461 (19)
2;381 0 —462;0219

2.2.4 Control

El punto de operacion en donde se desea realizar el
control es x,, = [x; x, x3]" =[0;007m Om/s 0; 42184]' de
lo que resulta las matrices (20)-(23) que describen el
espacio de estados lineal.

0 1 0
A= 972 —0; 004136 —35;14] (20)
—0;3783 5;522 0
0
B = ol (21)
2;381
c=[1 0 0] (22)
D=0 (23)

Para el disefio del control lineal se usa la ley de control
mostrada en (24); que se basa en la Figura 1; la cual
muestra la representaciéon en forma de bloques que
requiere dicho control.
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Figura 1. Diagrama de Bloques control por
realimentacion de estados con integrador

[ﬂ =[*17 5 [ﬂ +[J] (24)

Con ayuda del software Matlab y la estructura de
programacion mostrada en [18] se hallan los valores del
vector k para un tiempo de estabilizaciéon aproximado a
0;5 segundos y un sobre pico no mayor al 2%; los cuales
se expresan en (25).

ky, = 1;7391x107
k, = 0;0174x107
ks = —0;0005x107
k; = —1;5538x10°8

(25)

2.3 Diseino del control no lineal

Para el control no lineal se utiliza el método de
linealizacion entrada-salida propuesto en [11] y [19];
donde es necesario establecer una relacion directa y
sencilla entre la salida y la entrada. Debido que la salida
corresponde a la primera variable de estado se hace
necesario derivar (6) hasta que sea posible obtener la
sefal de entrada (u) en alguna de sus derivadas; de lo
que se obtiene (26); en la cual se evidencia que no existe
la relacion entre salida y entrada; por consiguiente se
deriva (26) obteniendo (27).

Y =% =X (26)

L k Loax;?
Y= =gmn % 2m(a + x;)?

(27)

Como no se encuentra la relacion buscada; se deriva
(27); dando como resultado (28). De (28) es posible ver
la relacion que existe entre la entrada y la salida;
también se evidencia que para encontrar dicha relacion
es necesario derivar tres veces la salida; por lo
evidenciado en [8]; [11] y [20] se dice que el sistema es
de grado relativo tres .

YO = f () - s (28)
mL(x;)(a + x1)?
u (f2(x) — v)(mL(xy)(a + x1)?) (29)

alyx;

_ _kﬁ aL0x32 ( _ aLoxy L(Xl)xl)
donde fZ (x) - + mL(x1)(a+xq)2 R (a+x1)? + a+xq
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Del proceso realizado es posible encontrar la ley de
control la cual “cancelara” las no linealidades del sistema
partiendo del despeje mostrado en (29). Es posible
verificar que la sefial de control (v) esta dada por (30);
la cual garantiza que la dinamica del error tienda
exponencialmente a 0 como se expresa en (31); donde
(y*) es lareferencia a seguir; y™ es la n-ésima derivada
temporal y e el error de seguimiento [11] y [21].

v=y® —a,(j-§) -, (7 - ) —a(y —y*) (30)
e® + a6+ a6 +age=0 (31)

Lo anterior permite elegir arbitrariamente los valores
de las constantes a,; a; Y ay; cOmo se muestra en (32);
con los cual es posible obtener una dinamica deseada.

a, = 1000000
a, = 111000 (32)
a, = 1110

3. Resultados y discusion

Con el fin de comparar el desempefio de los
controladores ambos se simularon sobre la planta no
lineal aun cuando el disefio del control lineal se sintoniza
con la planta linealizada; por otro lado debido a la
singularidad mostrada en (29) es necesario establecer
condiciones iniciales diferentes de 0. En la Figura 2 se
observa la respuesta al paso de la primera variable de
estado (altura) luego de simulados los controladores.

[ — X, Control lineal

e} [ sereens X, Control no lineal

ARurafm]

| L 1 | |
)1 02 [ 04 '

Tlﬂf“;;O[S]

Figura 2. Respuesta al paso primera variable de estado
con los controladores implementados

Se observa que el controlador lineal tiene un tiempo
de estabilizacién de 0;243 segundos; mientras que el
controlador no lineal es de 0;3723 segundos; ambos
controladores cumplen con el seguimiento a la
referencia de 7 milimetros de altura propuesto.
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Figura 3. Respuesta al paso segunda variable de
estado con los controladores implementados

La Figura 4 muestra el comportamiento de la
velocidad con los dos controladores implementados
donde se evidencia que el tiempo de estabilizacion del
controlador lineal es de 0;25 segundos; mientras que el
del controlador no lineal es de 0;32 segundos; razon por
la cual se observa que el sobre pico es mayor en el
controlador lineal.

La Figura 4 muestra los valores de corriente que usa
cada control; el control lineal tiene tiempo de
estabilizacion de 0;059 segundos; mientras que el
control no lineal presenta un tiempo de estabilizacién de
0;261 segundos; debido a esto el control lineal presenta
un sobre pico 0;627 Amperios; afiadiendo que ambos
controladores tienen la misma corriente estacionaria de
0;617 Amperios.

0b¢ ' v ' ' v ' ! : :
~—— X, Control lineal

x! Control no lineal

TLOLLE bbb

Comente{A]

Tiempo(s)

Figura 4. Respuesta al paso de la tercera variable de
estado con los controladores implementados

Realizando variaciones de masa de +80% en la planta
para el control lineal se evidencia que el tiempo de
estabilizacion aumenta como maximo a 0;81s y el
maximo valor de corriente es de 0; 84 llegando siempre
al valor de referencia deseado como lo muestra la Figura
5; en la Tabla 2 se muestran los resultados de las
variaciones.
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e Masa aumentada 80%
_|isadenns Masa dismenuida 80%
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Altura{m)
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Figura 5. Comportamiento de la altura ante variaciones
de masa en el control lineal

Tabla 2. Variacién masa control lineal

% Variacion

masa Te MspP MspC

-80;% 0;8102 0;0149 0;5087
-73;30% 0;538 0;0124 0;5187
-57% 0;3015 9;49E-03 0;5438
-30% 0;1637 7;65E-03 0;5837
-20% 0;2235 7;29E-03 0;5983
-10% 0;2352 7,03E-03 0;6128
0% 0;243 Sin SP 0;627

10% 0;25 Sin SP 0;6409
20% 0;255 Sin SP 0;6565
30% 0;262 Sin SP 0;6837
40% 0;2675 Sin SP 0;7149
51% 0;2735 Sin SP 0;7485
80% 0;285 Sin SP 0;8312

Donde Te=Tiempo de estabilizacion de posicion;
MspP=Maximo sobre pico de Posicion y MspC=Maximo
sobre pico de Corriente.

Con el fin de establecer una relacion de los datos
anteriormente mencionados se realiza una regresion
polinomial; como lo demuestra Quintana en [22]; entre la
masa y el tiempo de estabilizacidn; la cual se muestra en
(33) con un coeficiente de correlacion de Pearson; el
cual estd basado en [23] y da como resultado 89;41%.
En (34) se observa la relacion que existe entre la masa
y el maximo valor de corriente con un coeficiente de
correlacion del 97;16%.

Te = 14954m* - 6521;4m3 + 968;17m? - (33)
56;088m + 1;2775

MspC = 3;2892m + 0;4328 (34)

Es importante resaltar que el error de estado
estacionario aun con las variaciones de masa es
siempre 0; las variaciones de aumento de masa no
generan sobre pico en la posicién; en cambio con la
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disminucién genera un sobre pico dado por (35).
MspP = 4;6071m? - 0;4825m + 0;0198 (35)

El rango de variacion de masa con el cual es posible
simular sin incurrir en problemas numéricos con el
control no lineal es de —57% < m < 40%; los cambios
realizados evidenciaron que cada variacion genera una
dinamica sobre amortiguada sin alcanzar la referencia
como se evidencia en la Figura 6; en la Tabla 3 se
observa la altura en la que el sistema se estabiliza en
algunas de las variaciones.

001 T T

0ou|---- = Masa anginal

40%

a———

0 1 i i i

0 01 0.2 03 04 05 06 0T

Tiempols

Figura 6. Comportamiento de la altura ante variaciones
de masa en el control no lineal

Tabla 3. Variacién masa control no lineal

% Masa Altura [m] ESS

-57% 0;00081303 0;00618697
-42;12% 0;0024134 0;0045866
-30% 0;003733 0;003267
-20% 0;0048223 0;0021777
-10% 0;0059112 0;0010888
0% 0,007 0

10% 0;008089 -0;001089
20% 0;0091779 -0;0021779
30% 0;0103 -0,0033
40% 0;0114 -0;0044

Donde Ess=Error de estado estacionario; y esta
determinado por la diferencia entre la altura de
referencia y la altura de estabilizacion.

En (36) se muestra el resultado de la regresion entre
la masa y el error de estado estacionario con un
coeficiente de correlacion del 99%.

Ess =-0;1655m + 0;0109 (36)

Se aplica una fuerza externa como perturbacion
pasados dos segundos con una magnitud de 0;1 N
durante 0;4 segundos; la respuesta de los controladores
se observan en la Figura 7; Figura 8 y Figura 9; donde
es evidente que los desempefios no se afectan
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drasticamente. Ademas; se agrega una perturbacion de
4 micrometros la cual simula ruido eléctrico que puede
ser generado por un sensor; esto genera un rizado en
las respuestas.

—_— X, Control kneal
....... X, Control no lineal

Altura[m)

Tiempols] :

Figura 7. Respuesta al paso primera variable de estado
con perturbaciones

01

® e——

— X, Cantrol ineal |

....... X_ Control no kneal :

Velocidad [m/s]

0 0s \ 15 2 35 3 15 1
Tiempo[s]

Figura 8. Respuesta al paso segunda variable de
estado con perturbaciones

—— X, Control ineal

| eases X Control no lineal ||

. : 4
11! - 1
I‘ .
N s

f ]

Cormente[A]

. Twm.pc(s] l

Figura 9. Respuesta al paso tercera variable de estado
con perturbaciones

4. Conclusiones

Debido que una variacion de masa de + 20 % genera
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un error de estado estacionario del 31%; se determina
que el controlador de tipo no lineal no cumple con los
parametros de desempefio. De acuerdo a los resultados
es posible controlar una planta no lineal; como el
levitador magnético; con una estrategia lineal;
observando respuestas satisfactorias alin a cambios de
parametros y perturbaciones. Es importante resaltar;
para este caso la ley de control lineal exige un menor
costo de procesamiento que la no lineal; debido la
ausencia de sefiales de prealimentacién; funciones no
lineales y posibles singularidades. De acuerdo con los
valores obtenidos de tiempo de estabilizacion; error de
estado estacionario y corriente se concluye que con el
controlador lineal se obtiene un mejor desempefio. Seria
posible mejorar el desempefio del controlador no lineal
ante variacibn de parametros y perturbaciones
empoderando la linealizacién entrada-salida con otras
estrategias; aumentando el costo de procesamiento de
la ley de control.
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